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Abstract-One computes the limit of the probability measure l/r c St, associated with the roots 9 
of a polynomial of degree t, 
4r(x)=(X+1)(X+*+~)...(X+2-5) - (l+g..++ 
as T goes to infinity. 
R&urn&On cam&rise la hmite de la mesure de probabilite l/r c 6, associke aux m&es y du 
polynome de de& r, 
qr(X) = (X + 1) (x + 1+ ~)...(x+2-~)-(1+~)...(2-~)2? 
lorsque r - +co. 
1. PRlkSENTATION DU PROBLBME 
Section 1.1. 
On Ctudie, dans [l], la stabilite de l’origine comme point d’equilibre du systeme d’equations 
differentielles s = Nt + h(z) ou N est une matrice nilpotente et h(z) = O(]]Z]]~), h Btant une 
fonction reguliere. 
Les variCtCs stables et instables sont singulieres a l’origine. On les Ctudie au moyen d’une 
renormalisation dont la definition depend de la taille T du plus grand bloc de Jordan de N, 
c’est-a-dire du plus petit entier satisfaisant N’ = 0. En changeant aussi la variable de temps, 
on aboutit a un nouveau systeme de meme taille y’ = H(y) dont les points critiques sont, 
generiquement, hyperboliques. Les varietes stables et instables de ce second systeme se rekvent 
alors dans l’espace initial en varietb stables et instables. 
Dans l’etude de la stabilite des points critiques du second systeme, la recherche des valeurs 
propres de DY H conduit systematiquement, entre autres, au calcul des racines du polynome qr, 
defini par 
I1 est immediat que l/r est racine de qr pour tout r et que -3 est racine si r est pair. Par 
ailleurs, un calcul approche sur ordinateur montre facilement que, lorsque P est grand, les racines 
tendent vers une courbe fermee simple I’ et s’y repartissent de faGon reguliere. 
Cette etude a CtC motivee par les r&hats numdriques obtenus par S. Gerbi. Je le remercie pour la figure ci-incluse. 
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Figure 1. 
Section 1.2. 
C’est cette remarque que nous voulons preciser. Elle est en deux parties. La premiere est la 
plus facile a traiter: la convergence des racines vers une courbe I. 
Ces racines sont d’abord bornees independamment de T, puisque si qp(z) = 0, alors 
oti d(r, I) designe la distance de .z a l’intervalle I = [-2, -11. On en deduit que d(r, I) 5 d,, oti, 
par la formule de Stirling, d, tend vers 4/e. 
De m&me, 
donne d(z, I) > d, - 1. Comme lim d, > 1, on en deduit que les racines de q,. ne s’approchent 
pas de I lorsque T - +oo. 
Considerons maintenant une suite (z,),.zi de racines respectives de q,.. D’apres ce qui precede, 
la suite possbde une valeur d’adherence .z et celle-ci n’appartient pas b I. 11 existe alors une 
determination continue log du logarithme dans un voisinage de l’intervalle [.z + 1, z + 21. En 
notant log, le logarithme ordinaire sur W+, on a, pour une sous-suite appropriee: 
r-l 
gl0g(zr+l+t) -$logc (I+:) E2i7rzZ. (1) 
En divisant par r et en faisant tendre r vers l’infini, on obtient, & cause de la convergence 
uniforme des sommes de Riemann, 
r+2 
Re 
/ 
logwdw = 
t+l / 
2 
logstdz = log %. (2) 
1 
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Compte tenu de toutes les remarques prCcCdentes, on a done: 
PROPOSITION 1. Les racines de qr tendent, lorsque r - +oo, vers la courbe r d’e’quation (2). 
Plus prkiskment, si 2, est I’ensemble des racines de qr, alors d(Z,, I’) r-+,” 0, oti d(A, r) = 
sup{d(z,I’); z E A}. 
Notons que la dCfinition (2) est bien indkpendante du choix du logarithme. En fait, la formule 
J 
2+2 
E(z) = exp log w dw 
z+l 
dkfinit une et une seule fonction holomorphe sur C \ I, qui vkrifie 
Pour 2 Gel positif, on a 
E(z) N z quand z - 00. 
E(z) = (’ + ‘) 2+2 
e(z + l)“+’ ’ 
La courbe r a alors pour Cquation hquivalente A (2): 
) E(z) I= ;. 
On notera Q l’ouvert intkieur & r et U l’extirieur. 
Section 1.9. 
La &partition des racines de qr est parfaitement d&rite par la mesure de probabilitk 
(3) 
(4) 
(5) 
1 
mr = ; c 
6 Y’ 
yEZr 
La rkpartition asymptotique est done d&rite par la limite vague mea de la suite ( mr)r>l. Nous 
verrons qua cette limite existe, c’est-&-dire que la suite ne posdde qu’une seule valeur d’adh6rence. 
D’aprk ce qui prCcbde, le support de moo est inclus dans I? et moo est une probabilitk. Le rkultat 
est le suivant. 
TH~OR~ME 2. La suite (m,),>l converge vaguement vers la mesure de probabiliti moo dbfinie 
Par 
VF EC(r), <m,,F>=& 
J 
Fpds, 
r 
oli s + y(s) dt%igne un paramctrage intri&que de r, tandis que 
p = Im ( Y(S) -t 2 y’(s) log - Y(S) + 1 > + a(poY) as ’ 
P e’tant la solution (dkfinie B une constante pr&) du probEme de Neumann AP = 0 dans s1, 
g = Re (7’ log(y + 2)/(7 + 1)) sur I’. 
REMARQUE. 11 existe une fonction holomorphe dans C\I dont l’exponentielle vaut (2+2)/(2+1); 
c’est une telle fonction qu’on dCsigne par log(z + 2)/(2 + 1). L e rkultat (la fonction p) ne dCpend 
pas du choix de ce logarithme. 
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2. DfiMONSTRATION DU THkORkME 2 
Section 2.1. 
Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage V de n, et C une courbe fermke simple 
entourant strictement n, incluse dans ce voisinage. La formule des rbidus donne, pour r assez 
grand pour que C entoure aussi Z,, 
<m,,f >=A J f(r) d@_ dr. c rqr(z) 
Dans le complkmentaire de V, on peut dkfinir une unique fonction holomorphe (qr)‘ir qui soit 
gquivalente B z & l’infini. Alors (q:)/(rqP) est sa d&ride logarithmique. 
LEMME 3. On a 
,‘&& (qr(# = E(z) 
uniform&me& sur tout compact de U. 
La convergence de l/r (q:)/(qr) vers (log E)’ = log(z + 2)/(r + 1) a done lieu, uniformkment 
sur tout compact, puisque ces fonctions sont holomorphes. On en dkduit : 
PROPOSITION 4. 
lim <m,,f>=& 
r-00 J 
c j(z) log 5 dz. 
Section 2.2. 
PREUVE DU LEMME 3. On d&compose Q~(z) = q:(r) - q;, oti q,~ = ((2r)!)/(r!r’). D’aprk la 
formule de Stirling, (q;) l/r tend vers 4/e. Pour un log dCfini sur [Z + 1, z + 21, on a 
b log 1 q?(z) I= Re i log q,f(z) = Re k 
J 
2+2 r-00 --i Re log w dw = log 1 E(r) 1 . 
z+l 
Or, pour t E U, on a 1 E(z) I> 4/e. 0 n en dgduit que l/rlog q; = o(l/rlog I q:(z) I), et 
done 
(!I;)“’ = o ((*W”‘) I (6) 
oh de m8me (q+)l/’ r est holomorphe sur 43 \ I et Cquivaut & .z B I’infini. On dGduit de (6) que 
(*f-y = (q,+)“’ (1 - 5) 1’r N (*,f)‘/‘, 
d’oh le lemme. 
Section 2.3. 
On peut, dans la Proposition 4, faire tendre C vers I’. Par densit&, la formule suivante est 
encore vraie si f est holomorphe dans R, continue sur n: 
lim <m,,f>=& 
P--r00 J r f(z) log s dz. 
Toute valeur d’adhkence mco de la suite (m p ) rll pour la topologie vague satisfait done la 
formule 
< m,,f>= +-J, f(z) log zdz, (7) 
si f est holomorphe dans Q, continue sur n. Nous allons montrer qu’alors (rappelons que 
supp mm C r) mm est nkessairement de la forme d&rite dans 1’Bnond du thGor&me. L’unicitk 
de la valeur d’adhtkence entraine alors la convergence de toute la suite. 
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Section 2.4. 
Soit F E C”(I’; R). Le problkme de Dirichlet ci-dessous 
P(G): 
A4=0 dans Q, 
4=F sur r. 
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posskde une solution unique 4 E 
On peut alors trouver une fonction \k E Cm (a) telle que f = 4 + i KP soit holomorphe dans a. 
. . , 
Notons que la derwee normale z s’ sur I? vaut -$(g5 0 y), si s 4 7(s) parcourt I’ dans le sens 
trigonometrique (rappelons que 1 7’ I= 1). 
Si P est comme dans le theoreme, on a 
<m,,F> =Re<m,,f>=&Re 
J 
0Lff077~log Sds 
= $lL{Fo7Lm(7’log s) +*e7g}ds. 
Comme q et P sont harmoniques dans R, on a 
s L 0 o~ds=~L(P~)o~ds=-~LPo~-f(90~)ds 
= 
J 
OL i,r$(P,r)ds= IL Foy$(Poy)ds. 
0 
La formule du thboreme est done vraie pour F E CO”@‘). Mais p est elle-mime de classe C”, 
de sorte que la formule est vraie pour F E C(r), par densite. I 
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